
Л 4. Скалярное произведение векторов. Угол ме жду векторами. 

Пе рпендикулярные вектора Векторное произведение векторов. 

Сме шанное произведение.  

Определение. Скалярным произведение м векторов  


a  и 


b  наз ывается 

число, равное произведению модулей этих векторов на косинус угла ме жду 

ними, т. е. 













bababa cos . 

Скалярное произведение обозначается символами 











bababa ,, . Для 

любых векторов 


a  и 


b  верно соотношение 


 abbaba
ba
 . 

Теоре ма. Пусть в базисе 






 

kji ,,  вектор 


a  имеет координат ы  111 ,, zyx ,  

а вектор     111 ,, zyxb 


. Тогда 
212121 zzyyxxba 



.   

Пример. Если  3,2,1


a , а  6,5,4


b , то .32635241 


ba  

Следствие 1.  Если вектор  zyxa ,,


, в базисе  






 

kji ,, , то 

222 zyxa 


. 

Следствие 2. Косинус угла   между векторами  111 ,, zyxa 


 и 

 222 ,, zyxb 


 равен:  

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

zyxzyx

zzyyxx
cos




 . 

Следствие 3. Векторы  111 ,, zyxa 


 и  222 ,, zyxb 


 перпендикулярны 

только в том случае,  когда 0212121  zzyyxxba


. 

Определение. Направля ющими косинусами ненулевого вектора 


a  

наз ыва ются косинусы углов, образованных этим вектором с осями координат 

OzOyOx ,, .  

Об ычно эти углы обознача ются через  ,, . 

Следствие 4. Для вектора 


a  с координатами  zyx ,,  направляющие 

косинусы запис ываются в виде:  ;cos
222 zyx

x




 

;cos
222 zyx

y


   

;cos
222 zyx

z




  

Определение. Векторным произведением векторов 


a  и 


b  наз ывается 

вектор  ,


 bac  удовлетворя ющий трем условиям: а) Модуль вектора 


c  



равен произведению модулей векторов 


a  и 


b  на синус угла ме жду ними: 













babaa sin ; в) 


c  перпендикулярен векторам 


a  и 


b , т. е. он 

перпендикулярен плоскости, проходя щей через вектора  


a  и 


b ; с)  Тройка 

векторов 


cba ,,  - правая.  

1°. В отличие от скалярного произведения векторное произведение 

антикоммутативно т. е. для любых векторов 


a  и  


b верно: 


 baab . 

2°. Ненулевые векторы 


a  и 


b   коллинеарны только в том случае когда 

0


ba . 

3°. Постоянный множитель можно выносить за знак векторного 

произведения т. е. для любых векторов 


a  и 


b   и числа   верно 

















 

baba  . 

4°. Векторное произведение обладает свойством дистрибутивности т. е. 

для любых векторов 


baa ,, 21   верно babab)aa(  2121


. 

Теоре ма.  Пусть в базисе 






 

kji ,,  векторы  


a  и 


b  име ют координаты 

 111 ,, zyx  и  222 ,, zyx  соответственно.  

Тогда в этом базисе       212121212121 ,, xyyxxzzxyzzyba 


. 

Для запоминания этой формулы используется её запись в виде условного 

определителя:     

222

111

zyx

zyx

kji

ba





 , 

который необходимо разложить по первой строке.  

Пример. Пусть  ),,3,2,1(


a ),6,5,4(


b  

Найдем 


 ba .   

      )3,6,3(363425143615362

654

321 






kjikji

kji

ba . 

Следствие 1. Площадь параллелограмма построенного на векторах 

 111 ,, zyxa 


 и    222 ,, zyxb 


,  равна: 
2

2121

2

2121

2

2121 )()()( xyyxxzzxyzzybaSпар 


. 

Пло щадь треугольника, построенного на этих векторах,  равна:    

2
2121

2
2121

2
2121

2

1

2

1
)xyyx()xzzx()yzzy(baSmp 


. 



Следствие 2. Площадь параллелограмма построенного на векторах  

),( 11 yxa 


  и ),( 22 yxb 


, лежа щих в плоскости  Oxy , равна: 2121 xyyxSпар  . 

Пло щадь треугольника построенного на векторах,  равна: .
2

1
2121 xyyxSтр   

Определение.  Сме шанным произведение м трех векторов 


cba ,,   

наз ывается число, равное скалярному произведению векторного 

произведения векторов 


a  и 


b  с вектором 


c . 

Оно обозначается символами 


nba ,,  или  










 cbanbanba : . 

Свойства сме шанного произведения 

10. Сме шанное произведение векторов 


cba ,,  равно   объему 

параллелепипеда,  построенного на этих векторах: парVcba 


.
 
Здесь знак «+» 

берется в случае если тройка векторов 


cba ,,  правая «»  если  она левая.  

20. Векторы  


nba ,,   явля ются компланарными только в том случае 

когда их сме шанное произведение равно 0: .0


cba  

30. При перестановке местами любых двух векторов сме шанного 

произведения оно меняет свой знак на противоположный; т.е.  

.


 cabacbabcbacbcanba  

40. Постоянный сомножитель можно выносить из любого сомножителя 

сме шанного произведения  т. е. для любых векторов 


cba ,,  и числа   

.,,










cbacba   

50. Сме шанное произведение дистрибутивно для любого сомножителя 

т. е. для любых векторов ,, 21



aa  


cb,   верно:  










 cbacbacbaa 2121 . 

Теоре ма.  Пусть в базисе 






 

kji ,,  векторы 


cba ,,  име ют координат ы 

соответственно ),,( 111 zyx  ),,( 222 zyx  и ),,( 333 zyx , тогда их сме шанное 

произведение записывается в виде определителя: 

333

222

111

    

    

     

zyx

zyx

zyx

cba 


. 

Следствие. Объем параллелепипеда построенного на векторах 

),,,,( 111 zyxa 


  ),,,,( 222 zyxb 


  ),,,( 333 zyxc 


,  равен:


 cbaVпар . 

Объем тетраэдра (треугольной пирамиды), образованного этими 

векторами  равен:    

abcVтетр
6

1
 . 



 


